2 Mod - Savoir choisir la forme adéquate

Apprendre (cela fait partie du travail !)

Une fonction est un processus qui transforme un nombre en un autre nombre.

Processus de transformation
Nombre )Autre nombre
appelé antécédent appelé image

Le processus de transformation est souvent décrit a I'aide d’une formule a appliquer pour trouver I'image.

@L'ensemble de définition d'une fonction est I'ensemble des nombres pour lesquels on peut calculer une image.

Notation
La plupart du temps, on donne un nom au processus : on utilise une lettre souvent f, g, h, ...

On pourrait pour décrire le processus de transformation en francais. Par exemple :
Soit p la fonction définie sur R par « multiplié par 3 puis ajouter 7 puis enfin mettre au carré »

Ce qui veut dire que :
e tout nombre réel a une image (R désigne I'ensemble des réels formé de tous les nombres qui permettent de
mesurer une longueur et de leurs opposés)

2
e le nombre 85 a pour image (3 X 85 + 7)?, le nombre %ﬁ a pour image (3 X <(1 + \/;) + 7) )

plus généralement un nombre quelconque x a pour image (3x + 7)?

Mais décrire le processus en frangais :

X

e peut étre tres ambigu « divisé par 7 divisé par 3 » veut dire Z ou ; ?
3 7z

3
(3x+4)%-5

?
7x3—4

e devenir vite trés compliqué  comment décrire 6x2 + 7 —

On préfere utiliser une formule appliqué a un nombre quelconque. Pour désigner un nombre quelconque, on utilise
une lettre x, t, ... appelé une variable. On dira : « soit f la fonction définie sur R par f(x) = (3x + 7)? »

Savoir donner la nature des objets
Extrait d’'un énoncé de DS : « soit h la fonction définie sur [1; +oo[ par: h(t) = Vt—1»
1. [1; 4oo[ est un ensemble : ici c’est I'ensemble de définition de h (les nombres qui ont une image sont ceux
supérieurs ou égaux a h)

2. hest une fonction: un objet complétement nouveau et complexe, vu en fin de college. Avant de le rencontrer,
les lettres que vous utilisiez désignaient des nombres, des points, des droites, ...

Attention h n’est ni un nombre ( écrireMest incorrect), ni une formule (écrire h = yt— 1 est incorrect)

3. t est la variable de la fonction h. t désigne un nombre quelconque supérieur ou égal a 1 (puisqu’il doit étre
dans [ 1; +oo[ d’apres 'énoncé)

4. h(t) décrit une « formule » : une relation mathématique qui utilise une lettre pour représenter une grandeur
qui peut étre modifiée.
Plus exactement, h(t) désigne un nombre ('image de t par la fonction h) tout en décrivant un processus de
calcul permettant d’obtenir cette image.
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Une autre notation possible (en seconde vous devez surtout « savoir la lire »)
Extrait d’'un énoncé de DS : g:[-7;10] ——— R

x p—> (x+1)*-9

Dans le cadre des fonctions, la fleche ——  se lit « dans » et la fleche H se lit « fait correspondre »
Ainsi, g est la fonction

e définie sur [—7;10]
e avaleursdans R (toutes les images sont dans R ). En seconde, on se limite a ce cas.
e qui a un nombre x fait correspondre x> — 9

Seuls les nombres de [—7 ; 10] ont une image. Par exemple, g(20) n’existe pas.

[_

7 ; 10] désigne I'ensemble de définition.

g désigne une fonction. Pour définir une fonction, on précise son ensemble de définition et on décrit le

processus de « correspondance » souvent par une formule ou une situation.

x est la variable de la fonction : c’est un nombre entre —7 (compris) et 10 (compris).

g(x) désigne la formule (plus exactement le nombre résultat du processus de transformation)

gx) =x*-9
La consigne « écrire g(x) en fonction de x » veut dire indifféremment :

« donner une formule permettant de calculer I'image dés qu’on connait x »
« écrire g(x) = --- ou dans le deuxieme membre, il n'y a que x que I'on ne connait pas »

Plusieurs formules peuvent convenir. Dans cet exemple, on pourrait donner :

gx)=(x+1)?%-9 donné dans I'énoncé
gx) =x*>+2x—8 forme développée (il n’y a plus de parenthése et tout est simplifiée)
gx)=x-8)(x+1) forme factorisée (résultat d’'une multiplication et facteurs de degré le plus petit possible)

Savoir donner I’ensemble de définition d’une fonction
1.

Parfois, il suffit de savoir lire I'énoncé puisque I'ensemble de définition y est donné !
« soit f la fonction définie sur [ V2 ; +oo[ par ... »

Extrait de DS : « soit w la fonction définie par w(x) = V4 — x. Donner son ensemble de définition»
Ici, ce qui est sous-entendue, c’est que I'ensemble de définition est 'ensemble de tous les nombres pour

lesquels le résultat existe. Par exemple : 10 n’a pas d’image car Q—T() n’existe pas.

Pour trouver I'ensemble de définition, on repeére les opérations « impossibles »
Dans v4 — x il y a une soustraction (toujours possible) et une racine carrée (possible uniquement pour
un nombre positif ou nul)
4-x>0 PN x> —4 o x < 4 &  veut dire que les
L’ensemble de définition de hest | — 0 ;4 ] inéquations ont exactement
les mémes solutions

Parfois la fonction est définie par une situation. L’'ensemble de définition découle de la situation (voir ci-
apres).
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Savoir modéliser par une fonction

Enoncé

Le triangle ABC est rectangle en A. M est un point de [AB].

On pose : x = AM. f est la fonction qui a x fait correspondre CM
1. Donner I'ensemble de définition de f

2. Ecrire f(x) en fonction de x

Correction

1. x estla variable. Le point M est quelconque sur le segment ... quand x varie, la position de M change !
Par conséquent la mesure de CM aussi. La figure est donnée dans un cas particulier mais il faut vous faire « un

film » : imaginer toutes les positions possibles de M.

C
N
A T M B

—

10

—

S’RC CMNC
AM BA%AM B| A M'A

Quand M estsurd:x =AM =0
Quand M estsurB:x = BM = 10
donc I'ensemble de définition de f est [0 ; 10]

2. Dans le triangle ABM rectangleen A,ona: AM =x et A=3
D’apreés le théoréme de Pythagore : CM? = AM? + AC? = x* +9
donc f(x) =CM =+Vx?+9

Pour s’échauffer
Ex1: Soit f lafonction définie sur [—5 ;5] par f(x) = %. Calculer, si possible, f(0) et f (g) et f(—6)

Ex2: Soit g lafonction définie sur R par g(x) = 9x% — 24x + 16
1) Déterminer I'image de —3 par g
3) Calculer g(3 —V3)

2) Trouver les antécédents de 16 par g
4) Quels nombres ont pour image 0 par g ?
x+3

Ex3: Soit hla fonction définie par h(x) = —

X

En route vers les DS
Ex4: 1)Soit A la fonction définie sur R par A(x) = 9x? — (5 — 2x)?

a) Développer A(x) b) Factoriser A(x) c) Résoudre A(x) =0

2) Soit B la fonction définie sur R par B(x) = (x + 5)? — (3x + 7)?

a) Développer B(x) b) Factoriser B(x) c) Calculer B(5v2)

Ex5: Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 45 — 5(3x — 2)?
1) Prouver que pourtoutx € Rona: f(x) = -53x—-5)(3x+ 1)
2) CaIcuIerf(%) puis f(\/g)
3) Résoudre f(x) = 0 puis f(x) =25
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(que I'on ne peut pas simplifier car il n’existe pas de formule avec les additions et les racines)

a) Donner I'ensemble de définition de h  b) Calculer h (— %)

d) Résoudre A(x) = 20x

d) Résoudre B(x) =0
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Les réponses

Ex 1 : Soit f lafonction définie sur [—5 ;5] par f(x) = %. Calculer, si possible, f(0) et f (g) et f(—6)

—6x+7 6 7
Remarque: f(x) = =—-x+=
5 5 5
-6(0)+7 7
° 0)=———=-
(o)== =7
. ). 7 7 g
On dit que :« L'image de 0 est 3 ou que « est un antécédent de 0 »
Noter I'utilisation d’un article défini « L" » Noter I'utilisation d’un article indéfini « un »
Car un nombre (ici 0) a une unique image ! Car un nombre, ici , peut avoir plusieurs
antécédents.
5 0 30, 49 1
5 —6(;)"'7 ——t7 ~to - 19 1 19
° f -] = = = =t =—X-=—
7 5 5 5 5 7 5 35

f(—6) n’existe pas car —6 n’est pas dans I'ensemble de définition [-5; 5]

—6 n’a pas d’'image par f

EX 2 : Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 9x% — 24x + 16

Rappel :

Question 1

Question 2

R est I'ensemble des abscisses possibles pour les points d’une droite graduée.
Tous les nombres rencontrées en collége ou en seconde sont dans R

Déterminer I'image de —3 par g

Antécédent I Processus de transformation Image
-3 | > ?7?

En appliquant la formule 9x2 — 24x + 16

On remplace x par (—3) dans la formule 9x? — 24x + 16

g(=3)=9(-3)2—-24(-3)+16=9x9+72+16 =81 +72+ 16 = 169
—3 a pour image 169.

Trouver les antécédents de 16 par g

Antécédent I Processus de transformation Image
X | ) 16
777 En appliquant la formule 9x2 — 24x + 16

On cherche les valeurs de x pour lesquelles, la formule 9x? — 24x + 16 a pour résultat 16

glx) =16 Il s’agit donc de résoudre une équation.
On remplace g(x) par la formule
9x? —24x +16 = 16 Cette équation est du second degré : on pense au théoréme du
produit nul. On commence par avoir 0 (nul) dans un membre
—16
9x%2 —24x =0 On factorise pour avoir un produit (résultat d’une multiplication)
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IOXxXx—24Xxx=0 On reconnait le facteur commun X x
(9x—-24)xx=0

D’apres le théoreme du produit nul
« le résultat d’une multiplication vaut 0 si et seulement si un des nombres de la multiplication vaut 0 »

9x —24=0 x=0
9x = 24

8
T 9 3

16 a deux antécédents: 0 et g

Question3  Calculer g(3 —+/3)

9(3-V3)=9(3-v3) - 24(3—-V3) + 16
=9(3-V3)(3-V3)—24(3-V3)+ 16
=9(9-3v3-3v3+3)-72+24V3+16
=9(9-6v3+3)—56+24+3
=81-54V3+27—56+243
=52-30V3

2
Pour développer plus vite (3 - \/§)
on peut utiliser identité remarquable (a — b)? = a? — 2ab + b* avec a =3 et b =+/3

a’>=(3)?=9
de téte ou au brouillon { 2ab=2x3xv/3 =643
2
b2 =+3"=3

9(3-v3)=9(3—V3)" —24(3 —V3) + 16
=9(9-6V3+3)-72+24V3+16
=81—-54V3+27—56+243
=52-303

Question 4 Quels nombres ont pour image 0 par g ?
On cherche les antécédents de 0

gx)=0
9x2 —24x+16=0 L’équation est du second degré, on pense au théoréme du produit nul

Pour factoriser, on connait deux méthodes: soit la méthode du facteur commun, soit |’utilisation d’une identité

remarquable.
Ici, on ne voit pas facteur commun aux trois termes  9x? ; —24x et 16

On va tenter d’utiliser une identité remarquable. On cherche donc a identifier une des trois formes :

o qa?—b? ce n’est pas celle-la : il y a 2 termes mais dans 9x? — 24x + 16ilyena3
e a?+2ab+b? il y a bien trois termes mais dans 9x? — 24x + 16 il y a des plus et des -
e a?—2ab+b? ily a 3 termes, des + et des —, comme dans 9x? — 24x + 9
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Ex 3 : Soit h la fonction définie par h(x) = i—;

Question a

Question b

Ex4:

Question 1

La seule identité qui pourrait « coller » est donc a® — 2ab + b? = (a — b)?
Il faut vérifier avec précision que c’est bien le cas.

9x? —24x+16=0
(Bx)2—2x3x%x4+4%2=0
(Bx—4)?=0
Bx—4)Bx—4)=0

On a bien la forme a® — 2ab + b?avec a=3x b =4
On applique la formule a? — 2ab + b? = (a — b)?
Attention a ne pas confondre (a — b)? = (a — b)(a — b)
avec a? —b?> = (a—b)(a+b)
d’apres le théoréme du produit nul

3x—4=0 ou 3x—4=0 on obtient la méme équation : il n’y aura qu’une solution
3x =4

4
X =

3

Le seul nombre qui a pour image 0 est

3 a) Donner I'ensemble de définitionde h  b) Calculer f (— %)

On cherche tous les nombres réels qui ont une image par h.
Pour cela, on va se concentrer sur tous ceux qui ne peuvent pas en avoir : cela se produit quand une
opération est mathématiquement impossible a réaliser. En seconde, les seules usuelles qu’on ne peut

N

pas faire sont :
e Diviser par0
e Prendre laracine carrée d’un nombre négatif

x—4=0 & x=4

Comme la division par 0 n’existe pas, 4 n’a pas d’image :
il n’est pas dans I'ensemble de définition.

L’ensemble de définition de h est constitué de tous les nombres réels sauf 4.
Ce qui se note R\{4 } ou parfois R — {4} et quise lit « R privé de 4 »

Calculer h (— %)

. 11,21 10
h(_E)z 7 _ 7ty 7 _w -7 10 7 _ 10
7 _11_ _%_E _3° 7 739 3977 39

a) A(x) = 9x% — (5 — 2x)? = 9x? — (25 — 20x + 4x?) = 5x% + 20x — 25

b) A(x) = (3x)% — (5 — 2x)? = ((3x) + (5 - 2x))((3x) —(5- 2x)) = (x+5)(5x —5)

c)A(x) =0
(x+5)(5x—-5)=0

L’équation est du second degré,
donc on choisit la forme factorisée et on applique le théoreme du produit nul

x+5=0o0u 5x—5=0

2 Mod 08 - Savoir choisir la bonne forme.docx

F. de Verclos Page 6 sur 8



x=-5o0u x=1
L’ensemble des solutions est {—5;1 }

d) A(x) = 20x On choisit la forme développée de A(x) car elle contient aussi 20x
5x2 + 20x — 25 = 20x I’équation est du second degré, on va tenter d’utiliser le théoreme du
5x%+20x —25—20x=0 produit nul (égal a 0). En ajoutant —20x a chaque membre on obtient 0
5x2—-25=0
5(x2—-5)=0 on va factoriser ... commencons par factoriser 5
5 (xz - \/gz) =0

5(x +5) (x = v5) = 0

L'un des facteurs vaut 0 (et ce n’est pas 5 !)
Soitx +vV/5=0 soit x—v/5=0
x=—/5 ou x=+5
L’ensemble des solutions est {_\/E; \/E]

Question 2
a)B(x) = (x+5)%—(Bx +7)%2 =x?+10x + 25 — (9x2 + 42x + 49)
=x2+10x + 25 —9x? — 42x — 49 = —8x2 — 32x — 24

b) B(x) = (x +5)* — (3x + 7)? = ((x +5)+ (Bx+ 7))((x+ 5 —(3x+ 7))
=(x+5+3x+7)(x+5-3x—-7) = (4x + 12)(—2x — 2)

c) Le plus simple est de choisir la forme développée de B(x)
B(5vZ) = —8(5vZ)" —32(5VZ) — 24 = -8 X 5vVZ x 5VZ — 32 X 5 X VZ — 24
= —400 — 160 V2 — 24 = —424 — 1602

dB(x)=0 I’équation est du second degré, on choisit la forme factorisée
(4x +12)(—2x—-2)=0 pour pouvoir utiliser le théoréeme de « la multiplication qui vaut 0 »
4x +12=0 ou —2x—2=0
x=-3 ou x=-1

L’ensemble des solutions est {—3; —1}

Exercice 5

Question 1
o D’une part f(x) = 45— 5(3x — 2)? car c’est écrit dans I'énoncé
=45 —5(9x% —12x + 4) = 45 — 45x% + 60x — 20 = —45x2 + 60x + 25
. D’autre part —5(3x —5)(3x + 1) = —=5(9x? + 3x — 15x — 5) = —45x2 — 15x + 75x + 25

= —45x2% + 60x + 25

Donc, pour tout x € R, f(x) = 45 — 5(3x — 2)? = —45x% + 60x + 25 = —=5(3x — 5)(3x + 1)
On dispose maintenant de trois formules pour f(x) ... dans chaque question, il faut choisir la plus adapté !
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Question 2

FE)=as-5(3xE-2) =45-502-27 =45

F(V5) = —45(V5)” + 60 (V5) + 25 = —45 x 5 + 60 V5 + 25 = —200 + 60 V5

Question 3
fx)=0
—5xBx—-5x@Bx+1)=0
D’apres le théoreme du produit nul, I'un des facteurs vaut 0 (et ce n'est pas 5 !)

-5=0 ou 3x—-5=0 ou 3x+1=0
ce cas n’est pas possible X = % ou x = _§

] . 3 1
L'ensemble des solutions est {E ;- 5}

f(x) =25

—45x2 + 60x + 25 = 25

—45x2 +60x +25—25=0
—45xXx+60xx=0
(—45x+60) xx=0

D'apres le théoréme du produit nul :

—45x+60=0 ou x=0
-60 4

X=—=-= ou x=0
-45 3

L'ensemble des solutions est {% ; 0 }
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