Vecteurs colinéaires

Dans tout le chapitre, on utilise un repeére (0 ;T ,f) que conformément au programme on choisit orthonormé mais la
plus part des résultats restent vrais dans un repére quelconque.

I. Rappels : Produit d’'un vecteur par un réel

Produit d’un vecteur par un réel Soit k un réel et U un vecteur de coordonnées (x ; y)
Le vecteur ku est le vecteur de coordonnées (kx ; ky)

Exemple : u(—8;9) Calculer les coordonnées de —41 ; gz_i; V31
s —47(—4 x (—8); —4x 9) = (32; —36)
2. (2 2 _(-16
s A x8yix9)=(5°6)
. VTi(-8v3;9V3)

Interprétation géométrique Pourk # 0 et U # 6,:

e ki et U ontla méme direction

e Sik>0,ku et U ontle méme sens
Sik <0, ku et U sont de sens opposé
->
e Lanormede ki vaut |k| fois cellede U ce quis’écrit ||ku|| = |k]| x |||
Exemples: ||3 |l = 3 x ||ul| |—2 | =2 x ||l

II. Vecteurs colinéaires
Déterminant de deux vecteurs @
On appelle déterminant de U(x;y) etde %(x’;y’) de nombre réel xy’ —x'y
!
Onle note det(u;V) ou encore |; ;,|

Attention & I'ordre puisqu’en général : det(id ; V) # det(V ;)

Exercice 4 : Savoir calculer un déterminant
u(—7;3) et v(—4;5).
1. Calculer le déterminant de i et de ¥

2. Calculer le déterminant de v etdeu

Réponse
1. det(@;d) = |_37 _54| = —7(5) — 3(=4) = —35 + 12 = —23
2. det(d; P) = |‘37 ‘54| = _7(5) — 3(—4) = =35 + 12 = —23
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On dit que deux vecteurs sont colinéaires si I'un est le produit de I'autre par un réel.
= —
0=0u

Définition :

v

deux vecteurs non nuls colinéaires ont la méme direction. @

Remarque: le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur
Interprétation géométrique :
Interprétation numérique : deux vecteurs sont colinéaires quand ils ont leurs coordonnées proportionnels

Attention au vocabulaire: on parle de droites
paralléles mais de vecteurs colinéaires.

CD et AB sont colinéaires de méme sens
—_— e

CD et EF sont colinéaires de sens contraire
P —_—

EF et AB sont colinéaires de sens contraire

Théoréme Uu(x;y) et v(x';y") sont colinéaires  si et seulement xy'—x'y=0 @
Remarque: xy' —x'y=0 revient a dire que les coordonnées de U et de ¥ sont proportionnelles
revient a dire que det(d; v) = det(v;u) =0

Exercice 6 : Savoir tester si des vecteurs sont colinéaires

N o — (7 7

u(-3;5) v(9; —15) w (E ; 5)

1. Les vecteurs U et ¥ sont-ils colinéaires ?

2. Lesvecteurs U et w sont-ils colinéaires ?
Correction :

1. Premiére méthode: en « devinant » le k (évidentici) | Deuxieme méthode : avec le déterminant

Ona: v=-3uU - o _|-3 9

det(u; v)—|5 _15|
—3X(—=15)—-5%x9=45-45=0
Le déterminant vaut 0

Les vecteurs 1 et ¥ sont colinéaires.

Donc les vecteurs U et ¥ sont colinéaires.

-3

2. det(@; W)= = =—7-7=-14

ax()-5x()

Le déterminant ne vaut pas 0

wiNu |3

Donc les vecteurs U et W ne sont pas colinéaires.

Autre méthode (piste rouge) :  On peut montrer qu’il n’existe pas de réel k tel que k i = w

7 7 1 -7

N - —3k=g k:EX—_B k=1—5
kui=w o . S 7 1 S .
Sk=1 k=Ix2 k=L

3 3 5 15

s =7
Comme k ne peut pas étre égal a la fois = eta

Donc il n'existe pas de réel k tel que ki = w

7

15

Donc il et ¥ ne sont pas colinéaires.
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IV. Formulaire (par cceur!)
D U(x;y) et ¥(x';y") désignent deux vecteurs, k désigne un réel, A(x,; y4) et B(xg; yg) désignent deux points.
e Calcul des coordonnées d’un vecteur
@ E(Variation des abscisses de « Aa B » ; variation des ordonnées de « Aa B ») =X —X4 ;5 Yg —Ya)
e Coordonnées d’un vecteur par un réel kil (kx ; ky)

e Coordonnées de lasomme de deux vecteurs U +v (x+x'; y+y')

e Norme d’un vecteur ||17|| = ,/xz + y2 repére orthonormé indispensable (se déduit du théoreme de Pythagore)

o Distance entre deux points AB = ”E” = \/(xB —x4)? + (yg —Ya)? repeére orthonormé indispensable

!

o det(u;v) = |x

=xy —x'y attention a I'ordre car en général det(u ; v) # det(¥; u)

!

y

V. Colinéarité et géométrie

Lien entre vecteurs et droites paralléles
D Théoréme Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement si AB et CD sont colinéaires. @

Explications :  Dire que AB et CD sont colinéaires revient a dire gu’ils ont la méme direction.

Exercice 7 : Savoir tester si des droites sont paralléles

D A(2;3) B(13;1) C(2; -1) E(—31;5) H(—=2;3) F(3;2)
1. Lesdroites (AB) et (CE) sont-elles paralléles ?
2. Lesdroites (AB) et (HF) sont-elles paralleles ?

Lien entre vecteurs et points alignés
D Théoréme Les points 4, B et C sont alignés si et seulement si AB et AC sont colinéaires @

Explications: Pour A4, B, C distincts. Dire que AB et AC sont colinéaires revient a dire que: (4B) // (AC)
Deux paralleles qui ont un point commun sont confondues (une droite est paralléle a elle-méme)

Exercice 8 : Savoir tester si des points sont alignés A(19;6) B(—2; —4), D(2; —2) et H(8;1).
D 1. Les points B, D et H sont-ils alignés ?
2. Les points A, B, D sont-ils alignés ?

Réponse exercice 7 :
1. AB(xp—x43¥8 —ya) = (13-2;1-3) = (11; -2)
CE(xg — x¢;yg —y¢) = (=31 —2;5— (-1)) = (-33;6)

det(ﬁ; ﬁ) _ |ié —23| = 11x 6 — (=2) x (=33) Autre idée pour prouver la colinéarité
=66—66=0 On remarque que 3 AB = CE

s —_
Donc les vecteurs AB et CE sont colinéaires

Donc les droites (AB) et (CE) sont paralleles.
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2. AB(xp—xa;y5 —ya) =(13-2;1-3) = (11; —2)
HF (xp = x5 yp = yn) = 3= (=2);2-3) = (5; = 1)
det(AB ; AF) = |g _51| —11x(=1) = (=2) x5 = -11+10 = -1
Donc les vecteurs AB et HF ne sont pas colinéaires

Donc les droites (AB) et (HF) ne sont pas paralléles.

Réponse exercice 8 :
1. BD(xp—xp ; ¥p—¥s) = (2= (=2); =2~ (~4) = (4;2)
ﬁ(xH_xD; Yu—Yp)=(B8-2; 1-(=2))=(6;3)
det(ﬁ;m) = |§ §| =4X3-2%Xx6=0 (onauraitpuaussiremarquerque% BD = DH)

donc BD et DH sont colinéaires (on aurait pu montrer la colinéarité de BD et BH oude DH et DH ..

donc B, D et H sont alignés.

2. BD(4;2)
AB(xg —x4; yp —ya) = (-2—19; —4—6) = (—21; —10)
det(BD ;4B ) = |‘2} :i(1)| — X (—10)—2x (=21) = —40+ 42 =2 %0

Donc BD et AB ne sont pas colinéaires

donc B, D et A ne sont pas alignés.
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