Chapitre 5 : Approche géométrique des Opérations sur les vecteurs

I. Somme de deux vecteurs

Enchainer les translations

Au lieu d’enchainer une translation de vecteur U
suivie d’une translation de vecteur ¥, on peut faire

une seule translation directe (non démontré ici).

Réponse :

Observons la construction de I'image d’un seul point, par
exemple A, par une translation de vecteur u suivie d’une
translation de vecteur ¥

On construit le représentant du vecteur % d’origine B, on

obtient le point B : BB =

—

u

On construit le représentant du vecteur ¥ d’origine B, on
obtient le point B : B'B" =¥

Le vecteur de translation directe est BB =w

Définition : Somme de deux vecteurs

VY

Enchainer une translation de translation de vecteur 4 su

Le vecteur de la translation directe est appelé vecteur somme de U

etde ¥.0nlenote: U+ ¥

Pour tout vecteurii,ona: 0 +uU =u

translation de vecteur ¥ revient a faire une seule translation.

Translation
directe

/
.
R
i
\

Comment déterminer le vecteur de la translation
directe en connaissant les vecteurs U et ¥ ?

(dans la translation de vecteur nul, tout point est sa propre image)

Méthode a retenir pour construire la somme de deux vecteurs:
+ On choisit un point quelconque.

::

= On trouve son image par la translation de vecteur U

suivie de la translation de vecteur v
Le vecteur U + ¥ est associé a la translation directe.
Savoir construire un représentant d’'une somme de vecteurs
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f Pour construire le vecteur somme U + ¥
e On choisit un point quelconque. Appelons H.
e Soit G I'image de H par la translation de vecteur 1

dit autrement G est tel que : HG =1
e Soit K I'image de G par la translation de vecteur v

dit autrement K est tel que : GK = ¥

ey — -
Le vecteur HK est un représentant du vecteur u + v

AN
Remarque : — T — v K
Quel que soit le point H choisi, pour aller de H a K, on peut faire U )
« 2 carreaux a droite » et « 1 carreau en haut » 4- - |
H U+ 1
Cohérence de la définition G .
7% Dans le paragraphe précédent, le point H a été choisi arbitrairement ! i v K
B=  Et sioon appliquait la méme construction a partir d’'un autre point (N par H 0+

exemple), obtiendrait-on un représentant du méme vecteur ?

M ,
Le vecteur somme U et ¥ est bien défini uniquement si les vecteurs HK ?>L
et NL sont égaux. T
N u+uv 777

Sinon, « le vecteur somme » ne serait pas un objet bien défini puisqu’il ne
serait pas unique : il dépendrait du choix du point initial.

La preuve de la cohérence de la définition fait I'objet de I'exercice suivant.

Ex1: Sachantque,
& ¢ G estlimage de H par la translation de vecteur 2l et K 'image de G par la translation de vecteur ¥
o e M estl'image de N par la translation de vecteur i et L I'image de M par la translation de vecteur ¥

Démontrer que : HG = NL

Relation de Chasles A

@ Pour tous les points A, B, C du plan, AC = 4B + BC -~/ \ Translation
. . A.B,’I direci? .
Sk Faire une translation de vecteur AB suivie d’une translation de vecteur BC S B + BC
. revient a faire la translation « directe » de vecteur AC B>!"‘--._
AB + BC et AC sont deux noms pour le méme vecteur. BC e

Ex2: Savoir construire une somme de vecteur

1) Sur papier non quadrillé, reproduire la figure. 2) Sur N
Construire un représentant du vecteur i + ¥ papier %
Décrire la construction. quadrillé, ) -
. v — u —
reproduir 51
— . %,
() e la figure %

£l

-

Construire un représentant du vecteur i + v

—

Construire un représentant du vecteur v + U
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3) Sur papier 4) Sur papier A
quadrillé, quadrillé,
reproduire la \\ ’L_L’ reproduire la 3 P
figure. \\ figure. U j‘
_’
Construire un \/’U_)’( ) | w
. Construire un
représentant de . / , 7
. s v représentant (ly
ut+tv+w / N
/| deu+v+w
Décrire la /
construction

5) ABC est un triangle. 6) ABC est un triangle.
Construire un représentant du vecteur AB + CB Placer le point D tel que : AD = AB + AC

Conseil : bien lire la question

Ex3:

e Si vous vous demande de construire un représentant d’'un vecteur somme sans préciser I'origine, vous
pouvez partir de n’importe quel point
e Par contre, si vous placer un point connaissant une égalité vectorielle, attention au point origine ...

Lien somme et parallélogramme

Démontrer que : ABDC est un parallélogramme si et seulement si AD = AB + AC

Méthode :
Le connecteur logique « si et seulement si » résume de maniere concise deux théoréemes « sj ... alors ... »,

réciproques I'un de l'autre :
e Si ABDC est un parallélogramme alors AD = AB + AC
e Si AD=A4B+AC alors ABDC est un parallélogramme

Pour démontrer une proposition avec un «si et seulement si», on peut démontrer chacune des deux
propositions « si ... alors .. »

Pour démontrer une proposition avec un « si condition alors conclusion », on fait I’'hypothese que les conditions
sont vérifiées puis on en déduit la conclusion.

II. Produit d’un réel par un vecteur

Ex4:

/

Réviser le théoréme de Thalés et sa réciproque
EAB est un triangle.
D et C sont des points respectifs de [BE] et de [AE].

ED
229

1. Quevaut w5

2. Démontrer que (CD) // (AB)

3. Calculer o

AB

4

Sans justifier, compléter :
EC = ---EA BD = ---ED EA = ---EC

CD = - AB AB = --CD BB~ ...
ED B
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Ex5 Bien différencier longueur et rapport de longueurs

? N AB 7 . .
O = A, B, C sont trois points tel que : i Donner, si possible, les longueurs AB et AC.
=0

Valeur absolue d’un réel
k  sikestpositif
—k sikestnégatif

;: k étant un réel, |k| désigne la valeur absolue de k définie par |k| = {

|
Interprétation graphique : |k| est la « distance entre O et k » ... une distance est toujours positive.

_1-3=3 31=3

S— —

6 -5 A4 _3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 6

Exemples : |-7| =7 8] =8 |% = % |—% = % |—\/7| =2 |\/§| =2

Définition géométrique : produit d’un réel par un vecteur
1) Pourk # 0 et # # 0, on appelle « produit de k par le vecteur U », noté ki, est le vecteur tel que :

@ e U et kil ontlaméme direction (paralléles),

e Sik >0, ku et ontle méme sens
Sik <0, ku et U sontde sens opposé

e Lanormede ku vaut |k| fois celle de IJ> ce qui s’écrit ||kul| = |k| x ||u]|
Exemples : |3 ]| = 3 x ||| -2l =2x|l@ll ||-2DF|| =2 x| DF|| |7 4B|| = 7 x ||4B]||
2) Onpose: 0Z=0 et k0=0

Ex 6 : Savoir construire le produit d’un réel par un vecteur
. L, =g —_— 1— -
/ Construire un représentant pour chacun —2AB; —AB ; EAB ; 3u

A

x
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Ex 7 : Savoir écrire un vecteur en fonction d’un autre par lecture graphique
/ Sans explication, pour chacune des figures, compléter : BA=--CD et DC=--BA

1) BA=--CD Z)Eq’:...p_c’ 3) AB = - CD 4) 4B = - DC
CD=-BA DC=-BA CD = - AB DC = - AB

@)

AALS

Ex 8 : Savoir écrire un vecteur en fonction d’un autre par lecture graphique
Sans explication, si possible, compléter par un réel

., . X

DA = ---DE

DA = CA

CB = AF

AC = - AF C A B F
X X X X

BA = -..BF E

Ex9: Savoir construire une somme de vecteurs c
Construire un représentant du vecteur BC — 2AC . 2
A
—%
B
x —_
Ex 10 : Savoir construire un point défini par une égalité vectorielle
f Construire le point T tel que : P
s — — X
QT = PQ + RQ
R
X
Q
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IV.Corrections

Ex1
e Comme G estl'image de H par la translation de vecteur i : HG =1
Comme M est I'image de N par la translation de vecteur u : NM =14
donc NM = H_G) Idée : Si on connait une égalité de vecteurs, on peut en

déduire qu’un quadrilatére est un parallélogramme
donc HGMN est un parallélogramme

Idée : Si on connait un parallélogramme, on peut en
donc HN = GM déduire des éqalités de vecteurs

e Comme K I'image de G par la translation de vecteur ¥ : GK = G —
Comme L I'image de M par la translation de vecteur v : ML = — 4\ (%
donc GK = ML u
donc GKLM est un parallélogramme H
donc KL = GM

<N

U

Comme HN = GM et KL = GM, ona:HN = KL
donc NHKL est un parallélogramme
donc HK = NL

N

Ainsi, U + ¥ ne dépend pas du point initial choisi : la somme est donc définie sans ambiguité !

Ex 2
Question 1
1) On choisit un point M quelconque c
2) On détermine son image M’ par la translation de vecteur 1
5 —
3) On détermine M” I'image de M’ par la translation de vecteur v v fj
Le vecteur MM’ est la somme des vecteurs U et v. — —
B U+ v
Onnote: MM' =1 + ¥ i
=
u
. H
Question 2
H
‘ M
S Y On constate que :
,/ﬂ’ us "‘-’,. . Dans une somme de vecteur, 'ordre n’a
— . 'I 3 U )
v J s’ kY pas d’importance :
' e g “" — — — —
’ G5 ;_IL—I—Uf* u+v=v+u @
kY —_
': =»E
Z_f ,." Attention, un constat graphique n’est
S pas une preuve !
“"."
F:

Votre vecteur U + ¥ doit décrire un déplacement de « 3 carreaux & gauche » et « 1 carreau en haut »
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Question 3 ‘
On choisit un point. Appelons-le C i
- 7 ~
U,’ \\\ 'L_l':
Soit E l'image de C par la translation de *’ G \[‘
- L4 LY
vecteur u o =
L::ifj *\\\
Soit F I'image de E par la translation de F Tu+ v+ w G
vecteur v N .
\\u
Soit G I'image de F par la translation de oy
vecteur w w0
Le vecteur CG est un représentant du flj’/
vecteurd + v + w /
Question 4
E
,’i . Le vecteur nul 0 ne peut pas &tre
— 7 \
'lff' \:U, G représenté par une fleche.
¢ _L- C
ﬂ\ = F w Le vecteur nul décrit un déplacement de
_ | | N . \
U /_,7* [ « 0 carreau a droite (ou a gauche !) »
\ w U+ 1T+ =0CG = 0 «0carreau en haut (ou en bas) »
v/

Question 5 :
Attention, quand on enchaine deux translations, « I'extrémité du premier vecteur doit étre I'origine du second »

o AB+CB

A_fé\‘ 5 *D'Q Ci-contre, trois représentants de AB + CB
C e e d’origine respectives 4, G et D.
X

- - -
. AB+ CB . . . .

N —_ o AB+CB
AB s e . ——i

AC AB \‘\._E_ ........... 2%

Question 6 :
AD = 4B + AC peut s’interpréter comme « D est I'image de A par la translation de vecteur AB suivie de la

translation de vecteur AC »

Attention, pour placer le point D il faut partir de A.
Si vous partez d’un autre point, vous aurez bien construit un des représentants du vecteur AD mais pas celui
d’extrémité D (... vous n’aurez pas la position de D !)
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un autre représentant deA)

Ce n’est pas le point D.
Le vecteur A]) décrit le déplacement pour
aller de A a D par une translation mais ne
donne pas la position de A et D

B
A
Ex3:
’ e Hypothése : ABDC est un parallélogramme D
= Conclusion a montrer : AD = 4B + AC C

Comme ABDC est un parallélogramme : AC = BD
AB + AC = AB + BD on a remplacé Rpar BD ils sont égaux

3 d’apres la relation de Chasles AB + BD = AD
=AD

On a démontré la proposition: « Si ABDC est un parallélogramme alors AD = 4B + AC »

e Hypothése : AD = AB + AC
Conclusion a montrer : ABDC est un parallélogramme

On sait que : AD = AB + AC i .,
on ajoute a chaque membre le vecteur BA

BA +AD = BA+ AB + AC

d’apres la relation de Chasles
— BA+AD =BD et BA+AB =BB
BD = BB + AC
BD = AC commeﬁ=6 et 6+R=R
donc ABDC est un parallélogramme. z;

On a démontré la proposition réciproque: « Si AD = AB + AC alors ABDC est un parallélogramme »

e Enrésumé, on a prouvé que : E
« Si ABDC est un parallélogramme alors AD = AB + AC »
«Si AD = AB + AC alors ABDC est un parallélogramme »

donc on a bien prouvé la proposition avec un « si et seulement si » qui résume C
les deux propositions ci-dessus : D

ABDC est un parallélogramme si et seulement si AD = 4B + AC
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EX 4 question 1
apre ED _2
D’apres le codage, w5 =3
Pour les sceptiques,
[BE] est partagé en trois petits segments égaux, chacun ayant pour longueur BD

donc BE =3 X BD et DE =2 X BD
ED _ 2xBD _ 2  BD _ 2

2
donc — = = =-X1==
EB  3xBD 3  BD 3 3

Attention, on ne connait pas les longueurs ED et EB.

Question 2

n . EC 2
De méme, d’apreés le codage, on a: A3 E

w

Ainsi: = =22_2
" EA  EB 3 EC ED

Dans les triangles EBA et EDC,ona: EA ~ EB
e E,D,B sontalignés dans cet ordre
e E,C,Asontalignés dans cet ordre D (AB) // (DC) ?2?

, EC_ED A
EA~ EB

d’aprés la réciproque du théoréme de Thalés, B
les droites (CD) et (AB) sont paralleles.

Maintenant que I’on a prouvé que (CD) // (AB),
on va pouvoir utiliser le théoreme de Thales

Question 3 (et obtenir un troisieme rapport égal)

Dans les triangles EBA et/EDC, on a :
e E,D,B sontalignés

e FE,C,Asontalignes

* (CD)//(AB)

d’apres le théoréme de Thales,

EC _ED _ CD C
EA  EB AB D (AB) // (DC)

EB 2 CcD 2
Et comme =3 — == A

3’ AB 3 ) 7

Question 4

EC = EEA Pour obtenir un segment de longueur EC connaissant le segment [EA],
3

E E

On partage On reporte
en trois deux fois
parties de la longueur
méme Longueur
longueur a N C

reporter

A

BD = lED Pour obtenir un segment de longueur BD connaissant le segment [ED]
2 On partage [ED] en deux parties égales puis on reporte 1 fois la longueur d’un petit segment.

EA = EEC Pour obtenir un segment de longueur EA connaissant le segment [EC]
2 On partage [EC] en deux parties égales puis on reporte 3 fois la longueur d’un petit segment.
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2

CD =-AB On a montré que % = % en multipliant chaque membre par AB  ona: CD = 3 AB

3 , cp 2 AB 3 - 3
AB = ECD On a montré que B3 donc o= en multipliant chague membre par CD,ona: AB = ECD
EB _ 3 EB _ 3xBD _ 3
ED 2 ED  2xBD 2

Ex5 Ilyauneinfinité de possibilités !

l]) 7
Q. 711 _21_7V3_ 5049 it avoir :
E‘D Comme E ST TG 5\/5— g = 0,35 = .-+, 0N pourrait avoir :
AB = 1,4 AB =14 AB =21 AB =743 AB = AB = 0,49
AC =1 AC =10 AC =15 AC = 543 : AC = 0,35

AC =
8

AB =7 et AC =5 n’est qu’une des multiples possibilités. On ne peut pas connaitre les longueurs AB et AC.

Ex 6
| |
[ [
| —AB //
vd U
/‘A 3
ol
/ //
r r
B —2AB
// 1 -
e §A

Ex 7 Dans l'exercice 3 précédent, avec la méme configuration, nous avons démontré que :
. (DC) // (AB) donc les vecteurs E, ﬁ, CD et DC ont tous la méme direction
. CD=ZAB et AB=>CD

reste a comparer les sens des vecteurs.

1)E4)etC_D) Z)ﬁetD_)C S)EetC_D) 4)EetD_)C
sont de sens contraire ont le méme sens sont de méme sens sont de sens contraire
Fi--1Tp BA=3DC A6 =3 75 a5 = -2 B¢
¢ =2 B4 DC = B4 WY DC = — 4B
E E E E

(@

@
O
@

B B B B
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Ex 8 Sans explication, si possible, compléter par un réel

D
. 1 X
AE = _ZAD
Comme AE et AD ont la méme direction, le réel existe.
Comme ces vecteurs n’ont pas le méme sens, le réel est négatif
Enfin, pour obtenir la longueur AE on divise le segment [AD] en c A B F
quatre parties égales et on en reporte une. * IE X x

—_— 4 —
DA = EDE
Comme AE et AD ont la méme direction, le réel existe.

Comme ces vecteurs ont le méme sens, le réel est positif
Enfin, pour obtenir la longueur DA on divise le segment [DE] en cing parties égales et on en reporte quatre.

Comme les vecteurs n’ont pas la méme direction, ce n’est pas possible !

CB = 2aF

Comme AF et CB ont la méme direction, le réel existe.

Comme ces vecteurs ont le méme sens, le réel est positif

Enfin, pour obtenir la longueur CB on divise le segment [AF] en 5 parties égales et on en reporte huit.

Comme les vecteurs n’ont pas la méme direction, ce n’est pas possible !

BA = —BF

Comme BA et BF ont laméme direction, le réel existe.
Comme ces vecteurs n’ont pas le méme sens, le réel est négatif
Enfin, BA = BF (égalité de longueurs, pas égalité de vecteurs).

Les vecteurs BA et BF sont opposés (méme direction, méme norme mais de sens opposés)

Ex 9 Savoir construire une somme de vecteurs

Construire un représentant du vecteur BC — 24C

C

*
Explications A
— ——y [— _— —X
BC —2AC =BC + 2CA
On choisit un point quelconque que I'on appelle F XB

— AL

e On trouve son image par la translation de vecteur BC 240 /f
e suivie d’une translation de vecteur —2 AC —— // .
on obtient le point G G{\ BC

—
o BC - 2AC | F
FG = BC — 2AC ! |
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Ex 10 Savoir construire un point défini par une égalité vectorielle

Construire le point T tel que :
QT =PQ +RQ

Explications
QT = PQ + RQ
veut dire que

T est I'image de Q
par une translation de vecteur ﬁ

suivie de la translation de vecteur RQ
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b
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Quand il est demandé de placer un point a 'aide d’une égalité vectorielle, il FAUT bien faire

attention au choix du point initial : connaitre un représentant du vecteur W ne suffit pas a
trouver T ... il faut aussi « partir » de Q !
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